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✶❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❙✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ❈❤❛❧♠❡rs ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❙✇❡❞❡♥
✷❈❡♥tr❡ ❢♦r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ▲✉♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❙✇❡❞❡♥

✸▼❡❞❚❡❝❤ ❲❡st✱ ❙✇❡❞❡♥
④❜❡❤r♦♦③✳♥❛s✐❤❛t❦♦♥✱❢r✐❞❛✳❢❡❥♥❡✱❢r❡❞r✐❦✳❦❛❤❧⑥❅❝❤❛❧♠❡rs✳s❡

❆❜str❛❝t

❍✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜st❛❝❧❡ t♦

❛❞❛♣t✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

t♦ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❊①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦

s♣❡❡❞ ✉♣ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞

♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r r✐❣✐❞❧② ❛❧✐❣♥✐♥❣ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥

t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲

♣❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❦❡❡♣s ❛❞❞✐♥❣

❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✉❜r❡❣✐♦♥ ✐s ❡✐✲

t❤❡r r❡❥❡❝t❡❞ ♦r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛s ✐♥ ❛ ❜r❛♥❝❤

❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ s♣❛t✐❛❧ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡r

❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡❛✱ ♦♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛r❡❛ ✐s t♦ ❜❡ ❞✐s✲

❝❛r❞❡❞✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❥✉st ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞

❢♦r t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉s❡

❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

❞♦♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s

❞❡♠♦♥str❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥s ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦✲

♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②
s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ✐♠✲
❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♠❛♥②
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❝❛♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ r❛❞✐❛❧
❜❛♥❞s Ω0,Ω1, . . . ,Ω5✳ ❚❤✐s ❢♦r♠s ♥❡st❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛❧❧s
Bi = ∪

i
j=0Ωj ✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s

t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳

❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② ❥✉st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡
♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ◆❛s✐❤❛t❦♦♥ ❛♥❞ ❑❛❤❧ ❬✶✶❪
✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜✉t ♦✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❬✹✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✽✱ ✶✾❪✱ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡♠ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❢❡❛t✉r❡✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❘❡✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
❢♦r ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛t❝❤
✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛ ❧❛r❣❡ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡✳ ❙✉❝❤ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✈❡rs❡✱ ❜✉t ❛❧❧ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡❛r❧② r❡❥❡❝t✐♦♥✿ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s
♠✐❣❤t ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝✲
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t✐♦♥ ❜② ✜rst ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲❝♦st ❜♦✉♥❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
❡❛r❧✐❡st ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❧✐♠✐✲

♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ▲✐ ❛♥❞ ❙❛❧❛r✐ ❬✾❪✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡❡❞✲
✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞ ✐s t✐❣❤t❡r ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s ❬✼✱ ✸✱ ✶✵✱ ✶✼✱ ✶✷✱ ✶✸❪✳

❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❡❛r❝❤✐♥❣
♦✈❡r ❛ ❣r✐❞ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑♦r♠❛♥ ❡t
❛❧✳ ❬✺❪ ❛❜♦✉t ❛✣♥❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❛ss❡rt❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t
✐t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡
❜♦✉♥❞s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢
✐♠❛❣❡s✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❧✐tt❧❡ ✇♦r❦ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞
✐♠❛❣❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❈r❡♠❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ ✉s❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r✐❣✐❞ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ◆❛s✐❤❛t❦♦♥ ❛♥❞ ❑❛❤❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✉❧t✐r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉s✲
t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ r✐❣✐❞ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❬✶✶❪✳
❚❤❡② ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ s❤♦✇
t❤❛t ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞✲
✉♣ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❤✐❢t ♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ s♣❛t✐❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❆ ❧♦t
♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✻❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜② ❧♦✲
❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❡①✲
t❡♥❞s ❬✻❪ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤
❛s r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❘❡❞❞② ❡t ❛❧✳ ✐♥
❬✶✻❪ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛t ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦❣✲
♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛
♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❝❛❧❡ ❢r♦♠ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s tr✐❝❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡①❛❝t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧
✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

■♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ r❛❞✐❛❧ ❜❛♥❞s Ω0,Ω1, . . . ,ΩP ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳
❚❤❡ ❜❛♥❞s ❢♦r♠ ♥❡st❡❞ ❜❛❧❧s B0,B1, . . . ,BP ✇❤❡r❡ Bi =
∪ij=0Ωj ✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞✉❛❧ t♦ s♣❛✲
t✐❛❧ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❧❡✈❡❧s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛❧❧s Bi✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❦❡❡♣ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛❧❧s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❛❧❧ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ r❡✲
❥❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠❡t t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞✐s✲
❝❛r❞❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛❧❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❥✉st ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ✜♥❞ ✐t ♦✉t✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❼ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✶✶❪✱ ✐❢ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ t❡st ❢❛✐❧s ❛t
❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❤❡r❡✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜❛❧❧ Bi✱
t♦ ❣❡t t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦r Bi+1 ♦♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜❛♥❞ Ωi+1✳

❼ ❆❧s♦✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✲
♠❛✐♥ ✐♥t♦ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

❆❧s♦✱ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦rs
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥
♣②r❛♠✐❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧
r❛❞✐❛❧ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✱ ♦r ♥♦t s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❬✶✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❉❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❡❝tr✉♠
❧❡❛❞s t♦ s♣❛❝❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛❧✐❛s✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡❛s✉r❡s
❧✐❦❡ ③❡r♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♦r ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✳
✸ ❛❢t❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✹
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞
♠❡t❤♦❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✺✳

✷✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥s f, g : Rd → R✱ ✇❤❡r❡ d = 2 ♦r d = 3✳ ❚❤❡
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t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
f ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ g✿

Q(R, t) =

∫

Rd

f(x) g(R(x+ t)) dx, ✭✶✮

✇❤❡r❡ R ❛♥❞ t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✭✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ R ❛♥❞ t✳ ▲❡t
F,G : Rd → C ❜❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ f ❛♥❞ g
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ P❛rs❡✈❛❧✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛s

Q(R, t) =

∫

Rd

F (z)G(Rz) e2πjt
T
z dz, ✭✷✮

✇❤❡r❡ F (z) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ F (z)
❛♥❞ j =

√
−1✳

❉✐s❝r❡t❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s
{fi} ❛t ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s i ∈ Z

d✳ ❋♦r r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ③❡r♦ ♦✉ts✐❞❡ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦r ❝✉❜✐✲
❝❛❧ ❣r✐❞ P✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦r ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ m×n
✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s P = {0, 1, . . . ,m−1}×{0, 1, . . . , n−
1} ✇❤❡r❡ × r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ❣r✐❞
✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥② ❞✐s❝r❡t❡ ✐♠❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ s✐♥❝

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✿

f(x) =
∑

i∈Zd

fi sinc(x− i), ✭✸✮

✇❤❡r❡ sinc(x) =
∏d

i=1
sin(πxi)

πxi
✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t F (z)✱ t❤❡

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(x)✱ ✐s ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ t♦ (− 1
2 ,

1
2 )

❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ F (z) = 0 ❢♦r ‖z‖∞ > 1
2 ✳

❋♦r ❡❛❝❤ m×n ✷❉ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♠❛❣❡ {fi} ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ ❛♥ M×N ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮
{Fk} ♦♥ ❛ ❣r✐❞ Q = {−⌊M/2⌋+1, . . . , ⌊M/2⌋} ×
{−⌊N/2⌋+1, . . . , ⌊N/2⌋} ❛s

Fk =
∑

i∈P

fi e
2πj (i1k1/M+i2k2/N), ✭✹✮

❢♦r ❛❧❧ k = (k1, k2) ∈ Q✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t 0 = (0, 0) ∈ Q✳ ■t
✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♠❛❣❡ {fi}i∈P ✱ ✇✐t❤
{Fk} ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥ M×N ❣r✐❞ Q ✇❡ ❤❛✈❡

Fk = F (k1/M, k2/N), ✭✺✮

✇❤❡r❡ F (z) ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f(x) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✸✮✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❧❛r❣❡r M ❛♥❞ N ✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❉❋❚ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ F (z)
♦♥ ❛ ✜♥❡r ❣r✐❞✳ ❙✐♠✐❧❛r ❢♦r♠✉❧❛s ❤♦❧❞ ❢♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳

✸✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ r❛❞✐❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s Ω0,Ω1, . . . ,ΩP ✱ ✇❤❡r❡ Ωi = {z | ri ≤

‖z‖ < ri+1} ❛♥❞ 0 = r0 < r1 < · · · < rP+1✳ ❚❤✐s ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ◆♦✇✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✮ ❝❛♥
❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✿

Q(R, t) =
P
∑

i=1

QΩi(R, t), ✭✻✮

✇❤❡r❡

QΩi(R, t) =

∫

Ωi

F (z)G(Rz) e2πjt
T
z dz. ✭✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❣❡t

QΩi(R, t) ≤
√

∫

Ωi
|F (z)|2dz

√

∫

Ωi
|G(Rz)|2dz

=
√

∫

Ωi
|F (z)|2dz

√

∫

Ωi
|G(z)|2dz

def

= BΩi
r❡s. ✭✽✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ BΩi
r❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ Ωi✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❜❛❧❧s B0,B1, . . . ,BP ❛s Bp=∪pi=0Ωi = {z | ‖z‖ <
rp+1}✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛❧❧ Bp ❛s
QBp(R, t) =

∑p
i=0 Q

Ωi(R, t)✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r
Bp ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ♦✉ts✐❞❡ Bp✱ t❤❛t ✐s✱

BBp
r❡s =

P
∑

i=p+1

BΩi
r❡s. ✭✾✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s BΩi
r❡s ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱

Bp
r❡s ✐s ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p✿

BB0

r❡s ≥ BB1

r❡s ≥ . . . ≥ BBP
r❡s = 0. ✭✶✵✮

◆♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s Ω0,Ω1, . . . ,Ωp✱ ❢♦r ❛♥②
0 ≤ p ≤ P ✳ ❚❤❡♥ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ❣✐✈❡

Q(R, t) ≤
p

∑

i=0

QΩi(R, t) +

P
∑

i=p+1

BΩi
r❡s

= QBp(R, t) +BBp
r❡s. ✭✶✶✮

❚❤✉s✱ ❛s p ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t✐❣❤t❡r ❛♥❞ t✐❣❤t❡r ❜♦✉♥❞s

B
Bp
r❡s✱ ❛♥❞✱ QBp(R, t) ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♦❢ Q(R, t)✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛t p = P ✇❡ ❤❛✈❡ BBP
r❡s = 0 ❛♥❞

QBP (R, t) = Q(R, t)✳
◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡ Q(R, t) ✐s t♦

❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ (R, t) ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st
s♦❧✉t✐♦♥ Q∗ ❢♦✉♥❞ s♦ ❢❛r✳ ❲❡ ❦❡❡♣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ QBp(R, t)
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❢♦r p = 0, 1, . . . , P ✐♥ ♦r❞❡r✳ ■❢ QBp(R, t) + B
Bp
r❡s < Q∗

❢♦r s♦♠❡ p✱ t❤❡♥ (R, t) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t r❡❥❡❝t❡❞
❛t ❛♥② p = 0, 1, . . . , P ✱ t❤❡♥ QBP (R, t) = Q(R, t) ≥ Q∗✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ Q∗ ❣❡ts ✉♣❞❛t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t ✐❢ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢❛✐❧s ❛t p✱ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ t❛r❣❡t ❛t p+1 ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ Ωp+1✱ ❛s QBp+1(R, t) =
QBp(R, t) + QΩp+1(R, t)✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡
♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✶✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛s
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
❚❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡①tr❛ ❝♦st✱
✇❤❡r❡❛s ❬✶✶❪ ❤❛s t♦ ✉s❡ ❛ ❢❛✐r❧② ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❥✉st ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❥❡❝t✴✉♣❞❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✹✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦

4.1. Lipschitz optimization

▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ▲✐♣s✲
❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ Q : C ⊆ R

n → R ✐s ▲✐♣s✲
❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t L s✉❝❤ t❤❛t

|Q(u)−Q(u′)| ≤ L ‖u− u
′‖ , ✭✶✷✮

❢♦r ❛❧❧ u,u′ ∈ C✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❝❤ L ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲✐♣✲

s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡ ▲✐♣s✲
❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ C✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ Q(u) =
Q(u1,u2, . . . ,uq)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t Li ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ui✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

∣

∣Q(u1, ..,uq)−Q(u′
1, ..,u

′
q)
∣

∣ ≤
q

∑

i=1

Li ‖ui−u′
i‖ . ✭✶✸✮

■♥ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s ❞✐✲
✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜r❡❣✐♦♥s✱ ✉s✉❛❧❧② ❤②♣❡r❝✉❜❡s✳
❋♦r ❛ ❤②♣❡r❝✉❜❡ C t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t
✐ts ❝❡♥tr❡ uC t♦ ❣❡t Q(uC)✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✷✮ ♦r ✭✶✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡

Q(u) ≤ Q(uC) +B▲✐♣(C), ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ B▲✐♣(C) ✐s t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝✉❜❡ C✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐t ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✷✮ ❛s

B▲✐♣(C) = L · r(C), ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ r(C) = supu∈C ‖u− uC‖✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✸✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✳ ❆ss✉♠❡ Q(u) ✐s t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ❧❡t Q∗

❜❡ t❤❡ s♦ ❢❛r ❜❡st t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉❜❡ C✱ ✐❢
Q(uC) + B▲✐♣(C) < Q∗ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✉❜❡ C✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧②
❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■❢ Q(uC)+B▲✐♣(C) ≥ Q∗ t❤❡♥ C ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦
s♠❛❧❧❡r ❝✉❜❡s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝✉❜❡s ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞
t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳

4.2. The Lipschitz bounds

▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ r✐❣✐❞
r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶❪✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❜♦✉♥❞s
❢r♦♠ ❬✶✶❪ t♦ ♦✉r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡
❜♦✉♥❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❬✶❪✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐♥ ✭✼✮ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✇r✐t✲
t❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s QΩi(R, t)✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥✲
st❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ QΩi ✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✼✮ ✐s
r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

QΩi(R, t) =

∫

Ωi

F(z)T Γ(2πtT z)G(Rz) dz, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ F(z),G(z) ∈ R
2 ❛r❡ t✇♦✲✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ F (z) ❛♥❞ G(z) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❛♥❞ Γ(β) ✐s t❤❡ 2×2 r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛♥❣❧❡ β✳ ◆♦✲
t✐❝❡ t❤❛t ✭✶✻✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ F ❛♥❞ G ❛r❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ r❡❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∥

∥

∥

∥

d

dt
QΩi(R, t)

∥

∥

∥

∥

≤ 2π

∫

Ωi

∥

∥zF(z)T Γ
′(2πtT z)G(Rz)

∥

∥ dz

≤ 2π ri+1

∫

Ωi

|F(z)T Γ
′(2πtT z)G(Rz)| dz

≤ 2π ri+1

∫

Ωi

‖F(z)‖ ‖G(Rz)‖ dz

≤ 2π ri+1

√

∫

Ωi
‖F(z)‖2 dz

√

∫

Ωi
‖G(z)‖2 dz

def

= LΩi

t
. ✭✶✼✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t Γ′(β) = d
dβΓ(β) ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

❛♥❞ ri+1 = supz∈Ωi
‖z‖✳ ❋♦r t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❧②

r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ θ✳ ❚❤❡♥

| d
dθ

QΩi(R, t)| ≤
∫

Ωi

∣

∣

∣
F(z)T Γ(2πtT z) JG(Rz)

dR

dθ
z

∣

∣

∣
dz

≤
√

∫

Ωi

‖F(z)‖2 dz
√

∫

Ωi

∥

∥

∥

∥

JG(z)
dR

dθ
R−1z

∥

∥

∥

∥

2

dz,

=
√

∫

Ωi
‖F(z)‖2 dz

√

∫

Ωi
‖JG(z)z⊥‖2 dz def

= LΩi

θ , ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ JG ✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢G ❛♥❞ ❛♥❞ z
⊥ ✐s t❤❡

✈❡❝t♦r z r♦t❛t❡❞ ❜② ✾✵ ❞❡❣r❡❡s ❝❧♦❝❦✇✐s❡✳ ❋♦r t❤❡ ✸❉
❝❛s❡ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈❡ s②♠♠❡tr②✮✱ t❤❡
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▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛②✳ ❍❡r❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ t✐❣❤t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▲✐♣✲
s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞
✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r s✉❜✲❜❛♥❞s✱ ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t
❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✉❜✲❜❛♥❞✳

❋♦r ✷❉ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❤❡ ❝✉❜❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠
C=Ct×Cθ ✇❤❡r❡ Ct ❛♥❞ Cθ ❛r❡ t❤❡ ❝✉❜❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠
✭✶✸✮ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s

BΩi

▲✐♣(C) = LΩi

t
r(Ct) + LΩi

θ r(Cθ), ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ r(Ct) ❛♥❞ r(Cθ) ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦
r(C) ✐♥ ✭✶✺✮✳ ❋♦r ✸❉ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥✮ BΩi

▲✐♣(C) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛❧❧✿

B
Bp

▲✐♣(C) =
p

∑

i=0

BΩi

▲✐♣(C). ✭✷✵✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s BΩi

▲✐♣(C) ≥ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

BB0

▲✐♣(C) ≤ BB1

▲✐♣(C) ≤ . . . ≤ BBP

▲✐♣(C). ✭✷✶✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t

QBp(R, t) ≤ QBp(RC , tC) +B
Bp

▲✐♣(C), ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ RC ❛♥❞ tC ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ Cθ
❛♥❞ Ct r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦✇✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝✉❜❡ C ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛
t♦t❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ p✱

B
Bp

t♦t❛❧(C) = BBp
r❡s +B

Bp

▲✐♣(C). ✭✷✸✮

❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

Q(R, t) ≤ QBp(RC , tC) +B
Bp

t♦t❛❧(C). ✭✷✹✮

4.3. A multiband Lipschitz optimization algorithm

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
❞❡♣t❤✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉❜❡ C ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❜♦✉♥❞

B
Bp

t♦t❛❧(C) ❢♦r ❛❧❧ p✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r p∗ ❛s

p∗ = argmin
p

B
Bp

t♦t❛❧(C). ✭✷✺✮

◆♦✇✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ QBp(RC , tC) ❢♦r p = 0, 1, 2, . . .
✉♣ t♦ p∗✳ ❋♦r ❡❛❝❤ p ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

QBp(RC , tC) + B
Bp

t♦t❛❧(C) ✐♥ ✭✷✹✮✳ ■❢ t❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Q∗✱ t❤❡ ❜❡st t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞ s♦ ❢❛r✱
t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝✉❜❡ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❝✉❜❡ ✐s ♥♦t
r❡❥❡❝t❡❞ ❢♦r p = 0, 1, . . . , p∗✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❝✉❜❡ C✳ ❲❡
❞♦ ♥♦t ❡①❛♠✐♥❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❛❜♦✈❡ p∗✱ ❛s t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧
❜♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t s❛② t❤❛t
t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱

✐❢ QBp(RC , tC) + B
Bp

t♦t❛❧(C) ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Q∗ ❢♦r p =
0, . . . , p∗✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Q∗ ❢♦r p > p∗✳

❋r♦♠ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✶✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛s p ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ B
Bp
r❡s ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ B

Bp

▲✐♣(C) ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆t t❤❡
❡❛r❧② ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝✉❜❡s C ❛r❡ ❧❛r❣❡

❛♥❞ B
Bp

▲✐♣(C) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ B
Bp
r❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ B
Bp

t♦t❛❧(C) = B
Bp
r❡s + B

Bp

▲✐♣(C) ❤❛s
✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ❛ s♠❛❧❧ p✱ ❛♥❞ p∗ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❞s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜❡✲
❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐t✴r❡❥❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥t✐♥✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜❡s ❛r❡ s♣❧✐t t♦ s♠❛❧❧❡r ❝✉❜❡s✱ t❤❡

❜♦✉♥❞s B
Bp

▲✐♣(C) ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ B
Bp
r❡s✱ ❛♥❞

p∗ ❣r♦✇s ❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛r❣❡t ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♠❛♥② s♣❧✐t ✈s✳ r❡❥❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡
♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❥✉st ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✱ ❛♥❞
✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡s ❜② ❡①❛♠✐♥✲

✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❋✐❣✳ ✷ ♣❧♦ts B
Bp

t♦t❛❧(C) ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❝✉❜❡ s✐③❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❬✶✶❪✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❡ s❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
❜r❡❛❞t❤✲✜rst s❡❛r❝❤✳ ❆ ❞❡❧✐♠✐t❡r ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✇✲❧❡✈❡❧ ✐s
✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡
❤❛s ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ Q ❛t u❧❜✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈✲
✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✭❧❛r❣❡st✮ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ Q∗

❧❜ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❜❡st t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ ✐❢
♥❡❝❡ss❛r② ✭❧✐♥❡ ✾✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✜♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ Q∗

✉♣ − Q∗ < ǫ ✭❧✐♥❡ ✶✵✮✳ ■t ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t❧② ❜❡st t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ Q∗ ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛r❣✐♥ ǫ ♦❢
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ Q∗

✉♣ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
s❡❛r❝❤ tr❡❡✳

■♥ ❧✐♥❡ ✸✵ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ❝✉❜❡ ✐s s♣❧✐t✳ ■t ❤❛♣✲

♣❡♥s ✇❤❡♥ QBp∗ (RC , tC)+B
Bp∗

t♦t❛❧(C) > Q∗✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

B
Bp∗

▲✐♣ (C) > Q∗ −QBp∗ (uC)−BBp∗

r❡s (C) def

= B♠❛r❣✐♥. ✭✷✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ B♠❛r❣✐♥ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡

♦❢ B
Bp∗

▲✐♣ (C) ❢♦r ♥♦t s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r q s❡ts ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs u1, . . . ,uq✱ ✇✐t❤ C=Cu1

×Cu2
× · · · ×Cuq

✳ ■♥ ✷❉
r❡❣✐str❛t✐♦♥ u1 = t ❛♥❞ u2 = θ✳ ❚❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞
✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

B
Bp∗

▲✐♣ (C) = B
Bp∗

▲✐♣ (Cu1
) + . . .+B

Bp∗

▲✐♣ (Cuq
) ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ B
Bp∗

▲✐♣ (Cui
) = L

Bp∗

ui
r(Cui

) ❛s ✐♥ ✭✶✾✮✳ ❇②
♣♦ss✐❜❧② r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
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Cθ : 20 ❞❡❣r❡❡s
Ct : 25×25 ♣✐①❡❧s

Cθ : 4 ❞❡❣r❡❡s
Ct : 5×5 ♣✐①❡❧s

Cθ : 0.5 ❞❡❣r❡❡s
Ct : 1×1 ♣✐①❡❧s

Cθ : 0.1 ❞❡❣r❡❡s
Ct : 0.2×0.2 ♣✐①❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳ P❧♦tt✐♥❣ B
Bp

t♦t❛❧
(C) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ p ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ❝✉❜❡ C = Cθ × Ct✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ ✺✶✶ r❛❞✐❛❧ ❜❛♥❞s p = 0, 1, . . . , 510✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r p∗ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❝✉❜❡ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r✳

B▲✐♣(Cu1
) ≤ B▲✐♣(Cu2

) ≤ . . . ≤ B▲✐♣(Cuq
)✳ ◆♦✇✱ ❢♦r

❡❛❝❤ i ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❝✉❜❡ C ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ui ✐❢
∑q

j=i B
Bp∗

▲✐♣ (Cuj
) ≥ B♠❛r❣✐♥✳

4.4. Implementation

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥✲
t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❜❛♥❞ Ωi ✐♥ t❤r❡❡ ♦❝❝❛s✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✼✮✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞s
✭✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥ts ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✮✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛♥❞s
❛r❡ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛ sq✉❛r❡M×M ❣r✐❞
❢♦r t❤❡ ❉❋❚✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ❉❋❚s ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✉s❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❜❛♥❞s ✇✐❧❧ t✉r♥ t♦ ❡❧✲
❧✐♣t✐❝ ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❉❋❚ ♣✐①❡❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✇❡ ✉s❡ M = N = max(mf , nf ,mg, ng) ❢♦r ❛♥ mf×nf

✐♠❛❣❡ {fi} ❛♥❞ ❛♥ mg×ng ✐♠❛❣❡ {gi}✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❜♦✉♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❥✉st ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✉s❡ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❉❋❚ ❛s ✇❡❧❧✳

❆s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✜rst ❢♦r {fi}
✇❡ t❛❦❡ ❛♥ M×M ❉❋❚✱ ✇❤❡r❡ M ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s

QΩi(R, t) =

∫

Ωi

F (z)G(Rz) e2πjt
T
z dz.

≈ 1

Md

∑

k∈M ·Ωi

Fk G̃(Rk/M) e2πjt
T
k/M , ✭✷✽✮

✇❤❡r❡ M · Ωi = {Mz | z ∈ Ωi} ❛♥❞ G̃(z) ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ G(z) ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❢ {gi}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t Fk = F (k/M) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✮✳
❋♦r {gi} ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ Mg×Mg ❉❋❚ ✇❤❡r❡ Mg ✐s

✉s✉❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ M ✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ G̃(z) ❢r♦♠
t❤❡ ❉❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Gl ❛s ❢♦❧❧♦✇s

G̃(z) =
∑

l

Gl h(l−Mgz) ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡
✉s❡ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ h ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭✷✾✮ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❢♦✉r ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❉❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Mgz✱ ❞❡♥♦t❡❞
❤❡r❡ ❜② N4(Mgz)✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥t♦ ✭✷✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡

QΩi(R, t) ≈M−d
∑

k∈M ·Ωi

Fk

∑

l∈N4(r(k))

wk,l Gl e
2πjtT k

M , ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ wk,l = h(l − r(k))✱ ❛♥❞ r(k) =
MgRk

M ✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛❧❧ Ωi ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ♣✐①❡❧s Fk ✇❤✐❝❤ ✐s M2 ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❛❦✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❉❋❚ ♦❢ {fi} ✭✐✳❡✳
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ M✮ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❣❡t ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜② t❛❦✲
✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❉❋❚ ❢♦r {gi}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝❤♦♦s✐♥❣ Mg = 6M ❣✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s s❡t✉♣ ✐♥ ♦✉r ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡✱ M = max(mf , nf ,mg, ng) ✐s ❛❜♦✉t
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ♥♦t s❡r✐♦✉s ❢♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ❞❛r❦ ♠❛r❣✐♥✳
❋♦r ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ tr✐❝❦s s✉❝❤ ❛s ✐♥✈❡rt✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ♦r
③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ M ✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❧✐♠✐t
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t ✭✸✵✮ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ M ✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
✐s M/2 ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡
s♠❛❧❧❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❛❦❡♥ ❢♦r M ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡r M ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥
✸✳✹✵●❍③ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ✷✹●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ❛♥❣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✉♥✐❢♦r♠❧②

5941



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✲
♠❛✐♥✳
✶✿ Q∗ ← −∞ ⊲ s♦✲❢❛r ❜❡st t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡
✷✿ Q∗

❧❜ ← −∞ ⊲ ❜❡st ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❛r❣❡t
✸✿ Q✉♣ ← −∞ ⊲ ❛♥ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥
✹✿ ◗✉❡✉❡✳P✉s❤✭C0✮
✺✿ ◗✉❡✉❡✳P✉s❤✭♥❡✇✲❧❡✈❡❧✮
✻✿ ❧♦♦♣

✼✿ C ← ◗✉❡✉❡✳P♦♣✭ ✮
✽✿ ✐❢ C = ♥❡✇✲❧❡✈❡❧ t❤❡♥ ⊲ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧
✾✿ Q∗,u∗←❯♣❞❛t❡▼❛①(Q∗, Q(u∗

❧❜),u
∗,u∗

❧❜)
✶✵✿ ✐❢ Q∗

✉♣ −Q∗ < ǫ t❤❡♥
✶✶✿ r❡t✉r♥ u

∗

✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✸✿ ◗✉❡✉❡✳P✉s❤✭♥❡✇✲❧❡✈❡❧✮
✶✹✿ Q✉♣ ← −∞
✶✺✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧♦♦♣ ⊲ ❣♦ t♦ ❧✐♥❡ ✻
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ uC ← C.❈❡♥tr❡(✮
✶✽✿ p∗ ← argminp B

Bp

t♦t❛❧(C)
✶✾✿ Q← 0 ⊲ QBp(uC)
✷✵✿ ❢♦r p← 0 t♦ p∗ ❞♦
✷✶✿ Q← Q+QΩp(uC) ⊲ ✉♣❞❛t❡ QBp(uC)

✷✷✿ ✐❢ Q+B
Bp

t♦t❛❧(C) < Q∗ t❤❡♥

✷✸✿ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧♦♦♣ ⊲ r❡❥❡❝t C✱ ❣♦ t♦ ❧✐♥❡ ✻
✷✹✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✺✿ ❡♥❞ ❢♦r

✷✻✿ Q❧❜ ← Q−B
Bp∗

r❡s

✷✼✿ Q✉♣ ← max(Q✉♣, Q+B
Bp∗

t♦t❛❧(C))
✷✽✿ Q∗

❧❜,u
∗
❧❜←❯♣❞❛t❡▼❛①(Q∗

❧❜,Q❧❜,u
∗
❧❜,uC)

✷✾✿ Q∗, u
∗←❯♣❞❛t❡▼❛①(Q∗, Q∗

❧❜,u
∗,u∗

❧❜)
✸✵✿ ❢♦r C′ ✐♥ C✳❙♣❧✐t✭✮ ❞♦
✸✶✿ ◗✉❡✉❡✳P✉s❤✭C′✮
✸✷✿ ❡♥❞ ❢♦r

✸✸✿ ❡♥❞ ❧♦♦♣

✸✹✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❯♣❞❛t❡▼❛①✭Q1, Q2,u1,u2✮
✸✺✿ ✐❢ Q1 ≥ Q2 t❤❡♥

✸✻✿ r❡t✉r♥ Q1,u1

✸✼✿ ❡❧s❡

✸✽✿ r❡t✉r♥ Q2,u2

✸✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✹✵✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (−π, π)✳ ◆❡①t t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❞r❛✇♥
✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s (−m,m)/8 ❛♥❞ (−n, n)/8✱
✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♦♥❧② ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ s♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ ❣❧♦❜❛❧❧②
♦♣t✐♠❛❧ r✐❣✐❞ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ❬✶✶❪ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❛t
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣②r❛♠✐❞ ✐s
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞
❧♦♦♣ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡
❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡ ❥✉st ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ǫ ✐s 0.01 ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s
❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

■♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ✉♣ t♦ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✽✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s✱ ❡✳❣✳ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥
✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r✿ ❛❢t❡r (i1, i2) ✐t
✈✐s✐ts (i1, i2+1)✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧ (i1, i2+1)
✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ r♦t❛t❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ (i1, i2)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❉❋❚ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛rr❛② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚ ♦❢ G ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛s Mg = 6M ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❉❋❚ ♣✐①❡❧s
♦❢ {Gk} ❛r❡ ✸✻ t✐♠❡s t❤❛t ♦❢ {Fk}✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✷
t✐♠❡s t❤❛t ♦❢ {fi} s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❛rr❛② ❛r❡ ♥♦t ♥❡❛r❧② ❛❝✲
❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡
♣✐①❡❧s ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✱ ✐t
❝❛♥♥♦t ❢✉❧❧② t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝❛❝❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❈P❯✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣
❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧❛✲
t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt
t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦r ❛❢t❡r ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢❛❝t♦r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦r ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈✲
❡r❛❣❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❬✶✶❪✱ t❤❡
st❛r✜s❤ ❛♥❞ ❜r❛✐♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ st❛r✜s❤
✐♠❛❣❡ ✐s ♦❢ s✐③❡ 870×870 ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛
r✐❣✐❞❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❧✐❝❡s ♦❢ ❛ ❜r❛✐♥ ▼❘■ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤
s✐③❡s 312 × 276 ♣✐①❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ ✐s r❛♥✲
❞♦♠❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
s✐♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✶❪✱ ❛ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s
❛❜♦✉t ✷✻✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ st❛r✜s❤ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ✐s ❛❜♦✉t ✹✳✺ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❘❡❣✐st❡r✐♥❣ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ st❛r✜s❤ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s❧✐❝❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜r❛✐♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ r♦t❛t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ✜rst ✐♠✲
❛❣❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ st❛r✜s❤ ✐♠❛❣❡ ✐s
❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❦✶✷✳♦r❣ ❛♥❞ t❤❡ ▼❘■ ❞❛t❛
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✷❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❡❞✲✉♣
❢❛❝t♦rs ❢♦r ✭❛✲❜✮ t❤❡ st❛r✜s❤ ❛♥❞ ✭❝✲❞✮ t❤❡ ❜r❛✐♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳

s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❢♦r ✷✵ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡
st❛r✜s❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ❜r❛✐♥
✐♠❛❣❡ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s s❧♦✇❡r ✐❢ ♥♦t
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❜r❛✐♥
▼❘■ ✐♠❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐✲
❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞s ♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥
❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡✲
❥❡❝t ✈s✳ s♣❧✐t ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡
❢✉❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s ✐ts ❡✛❡❝t✳

❲❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
❛ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✸✷ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛✈❡s ✇✐t❤ s✐③❡s
760× 960 ♣✐①❡❧s ❬✶✽❪✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳ ❲❡ r❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✶✵ t✐♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡❛❢✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞

✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② r♦t❛t✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♥❣
t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡✱ ♣❧✉s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t ❛✣♥❡ ✇❛r♣✳ ❚❤❡
❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ❈❧❡❛r❧② t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✵✲❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦rs✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❘❡❣✐st❡r✐♥❣ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❧❡❛❢ ♥✉♠❜❡r 17 ❢r♦♠ t❤❡
❧❡❛❢ ❞❛t❛ s❡t ❬✶✽❪✱ ✭❛✮ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✱
❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✭❧❡❢t✮ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞
✭r✐❣❤t✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❡❞✲✉♣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ♦✈❡r
t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❢ ❞❛t❛ s❡t✳

✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r r✐❣✐❞ ✐♥t❡♥s✐t②✲
❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣❡r❛t❡ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r
t♦ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r t♦ ❤✐❣❤❡r
r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✲
tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥s ♦✈❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛❞ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ♦✛❡r
❛ ❤✉❣❡ s♣❡❡❞✲✉♣✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❛♥❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♦✉r
❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐❣❤t
❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞
❜❡ t♦ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣②
❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦✈❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❛✣♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠❛♣♣✐♥❣s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❉✳ ❈r❡♠❡rs✱ ❋✳ ❘✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇❛rt❤❡❧✳ ❙❤❛♣❡
♣r✐♦rs ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❈♦♥✈❡①✐t②✱
❧✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♥✲
❝❤♦r❛❣❡✱ ❆❧❛s❦❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽✳

❬✷❪ ❇✳ ❯✳ ❋♦rst♠❛♥♥✱ ▼✳ ❈✳ ❑❡✉❦❡♥✱ ❆✳ ❙❝❤❛❢❡r✱ P✳✲▲✳
❇❛③✐♥✱ ❆✳ ❆❧❦❡♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚✉r♥❡r✳ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❛❧
✉❧tr❛✲❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ✼✲t❡s❧❛ ♠r✐ ❞❛t❛ r❡♣♦s✲
✐t♦r②✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❞❛t❛✱ ✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✸❪ ▼✳ ●❤❛r❛✈✐✲❆❧❦❤❛♥s❛r✐✳ ❆ ❢❛st ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
♣r✉♥✐♥❣✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱
✶✵✭✹✮✿✺✷✻✕✺✸✸✱ ✷✵✵✶✳

❬✹❪ ❉✳ P✳ ❍✉tt❡♥❧♦❝❤❡r ❛♥❞ ❲✳ ❏✳ ❘✉❝❦❧✐❞❣❡✳ ❆ ♠✉❧t✐✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
❤❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❈♦r♥❡❧❧ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t②✱ ✶✾✾✷✳

❬✺❪ ❙✳ ❑♦r♠❛♥✱ ❉✳ ❘❡✐❝❤♠❛♥✱ ●✳ ❚s✉r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✈✐❞❛♥✳
❋❛st✲♠❛t❝❤✿ ❋❛st ❛✣♥❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ✷✵✶✸
■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✸✸✶✕✷✸✸✽✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✶✸✳

❬✻❪ ❈✳ ❉✳ ❑✉❣❧✐♥ ❛♥❞ ❉✳ ❈✳ ❍✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐♠❛❣❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈②✲
❜❡r♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣❛❣❡s ✶✻✸✕✶✻✺✱ ✶✾✼✺✳

❬✼❪ ❈✳✲❍✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ▲✳✲❍✳ ❈❤❡♥✳ ❆ ❢❛st ♠♦t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ s✉♠ ♣②r❛♠✐❞✳ ■♠❛❣❡
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✻✭✶✶✮✿✶✺✽✼✕✶✺✾✶✱
✶✾✾✼✳

❬✽❪ ❍✳ ▲✐ ❛♥❞ ❘✳ ❍❛rt❧❡②✳ ❚❤❡ ✸❞✲✸❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ r❡✈✐s✐t❡❞✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✷✵✵✼✳ ■❈❈❱ ✷✵✵✼✳
■❊❊❊ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✕✽✱
❖❝t ✷✵✵✼✳

❬✾❪ ❲✳ ▲✐ ❛♥❞ ❊✳ ❙❛❧❛r✐✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
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